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1. La forma simple´ctica ω




r2 sin θdϕ ∧ dθ
donde r es el radio de la esfera, ϕ es el a´ngulo entre el eje x y la proyeccio´n sobre el plano
xy y θ es el a´ngulo respecto al eje z. Por comodidad se usara´n coordenadas complejas
en lugar de coordenadas polares en S2. Estas coordenadas se introducen por medio de la
proyeccio´n estereogra´ﬁca la cual esta´ dada por:
(1) P (x, y, z) =
(
2rx





Por medio de (1) la esfera S2 se identiﬁca con el plano complejo extendido. Las coorde-
nadas complejas del punto P (x, y, z) esta´n dadas por











r sin θ sinϕ
r sin θ cosϕ
= ϕ,(2)
|P |2 = 4r
2x2
(r − z)2 +
4r2y2
(r − z)2 =
4r2(x2 + y2)
(r − z)2 =
4r2(r2 − z2)
(r − z)2 =
=
4r2(r + z)
r − z =
4r2(r + r cos θ)
r − r cos θ =
4r2(1 + cos θ)
1 − cos θ =
=

















La forma exterior ω = 1
π
r2 sin θdϕ∧ dθ, se puede expresar en te´rminos de las coordenadas
complejas mas exactamente se tiene el siguiente lema





r2 sin θdϕ ∧ dθ










Demostracio´n: de (3) se sigue que























De (2) y (3) se sigue que





























r2 sen θdθ ∧ dϕ = r

















dz ∧ dz¯. 
Con la forma simple´ctica ω se deﬁne el Hamiltoniano Xf para la funcio´n suave f por
(6) Xfω := df.
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Es decir,


























































As´ı el Hamiltoniano de la funcio´n suave f en M esta´ dado por















para f y g suaves los corchetes de Poisson esta´n deﬁnidos como
{f, g} := Xg(f)
De la anterior deﬁnicio´n y de 1.7 se tiene el siguiente lema
Lema 2. Para f y g suaves se tiene que













































Para f y g suaves tambie´n se tienen las siguientes deﬁniciones equivalentes de los corchetes
de Poisson ver ([?], pa´g. 489)
{f, g} = ω(Xf , Xg) = df(Xg) = Xgf.
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Los corchetes de Poisson tienen las siguientes propiedades
1. Bilinealidad: {f, g} es lineal sobre R en f y en g.
2. Antisimetr´ıa: {f, g} = ω(Xf , Xg) = −ω(Xg, Xf ) = −{g, f}.
3. X{f,g} = −[Xf , Xg ].
Donde [, ] denota los corchetes de Lie los cuales se deﬁnen para los campos vectoriales U
y V como
[U, V ] = UV − V U.
Los corchetes de Lie son bilineales, antisime´tricos y una de sus propiedades fundamentales
es que tambie´n es un campo vectorial. La derivada de Lie para los campos vectoriales U
y V esta´ dada por
LU (V ) = [U, V ].
Ahora se puede demostrar 3 de la siguiente forma
X{f,g}ω = d{f, g} = d(Xgf) = d(LXgf) = LXgdf = LXg(Xfω)
= (LXgXf )ω + XfLXgω
= [Xg, Xf ]ω + 0 = −[Xf , Xg]ω.
Lo cual es equivalente a 3, por que la forma simple´ctica ω es no degenerada.
4. Sean f ,g, y h suaves. Utilizando las propiedades 2 y 3 tenemos
{f, {g, h}} = X{g,h}f = −[Xg, Xh]f = −XgXhf + XhXgf
= −Xg{f, h}+ Xh{f, g} = −{{f, h}, g}+ {{f, g}, h}
= −{g, {h, f}} − {h, {f, g}}.
esto es
{{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g} = 0.(9)
La ecuacio´n 9 es llamada la identidad de Jacobi
Terminamos esta seccio´n calculando el operador Laplace-Beltrami en la 2-esfera.
Definicio´n. Sean G un dominio en Cn y g(z) = (gij(z)) una me´trica Hermitiana en G,























donde g = det(gij(z)).
Nota. La anterior deﬁnicio´n junto con otras usadas en este trabajo fueron tomadas del
libro de Steven G. Krantz.
En el caso de la 2-esfera de radio r = 1
2
se tiene que gij = (1 + zz¯)
−2δij y n = 1, por lo
tanto se tiene que
g = det(gij) = (1 + zz¯)
−2 y g11 = (1 + zz¯)2,
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= 4(1 + zz¯)2 ∂
2
∂z∂z¯
.
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